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1 SYSTEME LINEARER GLEICHUNGEN MIT ZWEI VARIABLEN

1 SYSTEME LINEARER GLEICHUNGEN MIT ZWEI
VARIABLEN

,Hey, der Hamburger schmeckt aber gut! Was kostet
der eigentlich?,, fragt Franz. ,Ich habe fiir 3 Ham-
burger und 2 Colas 15,05 DM bezahlt ” ,,Und ich
habe fiir 2 Hamburger und 1 Cola 9,50 DM bezahlt”
antworten Tina und Martin..

Wenn du fiir den Preis eines Hamburgers die Variable x
und fiir den einer Cola die Variable y nimmst, kannst du
die beiden Aussagen als Gleichungen schreiben:

3.-xDM +2.y DM =15,05 DM
2.xDM+1-yDM =9,5 DM

Da beide Gleichungen zugleich erfiillt sein miissen,
verkniipft man sie mit dem ,,und zugleich-Zeichen” A
und schreibt sie als  Gleichungssystem. Zur
Vereinfachung schreibt man nur die Mal3zahlen:

3-x+2-y=15,05
AN2:x+1-y=9,5

Beide Gleichungen sind linear (d.h. die Variablen
kommen nur in der 1. Potenz vor, also nicht x* oder y?
etc.).

i i Flotl Floktz Flekz
Lose beide Gleichungen nach y auf. i SYEF L 525
R a1 = R o=
W=
y:_l,S'X+7,525 '-\_-|-|-||,|=

Ay=-2-x+9,5 :ﬁg;

wMWe=

¢ Gib die beiden Gleichungen in dieser Form in den y = Bild 1

Editor ein [Bild 1].
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1.1 Losung mit einer Tabelle

—

*

Gesucht ist eine Belegung fiir x, fiir die y; =y, gilt.

Schitze den Preis fiir den Hamburger und gib diesen
mit 2nd TBLSET als Startwert TblStart ein. Als
Schrittweite ATbl kannst du zuerst 0,1 (d.h. 10
Pfennige) wiahlen.

Bild 1 zeigt die Einstellungen mit 3,50 DM als
geschitzten Preis flir einen Hamburger.

Zeige mit 2nd TABLE die Tabelle an [Bild 2].

Blittere nun mit dem Cursor in der Tabelle bis zu den
Eintrdgen, bei denen ein Wechsel zwischen y; <y»
und y; > y; eintritt.

Fir
und fur

Es gilt: x<3,9 st

x=24,0 ist

yi<y2
Y12y

Zwischen welchen Werten liegt x, also der Preis eines
Hamburgers?

< x <

Wihle, von diesem Ergebnis ausgehend, einen giin-
stigeren Startwert und eine geeignetere Schrittweite.

Der Fall y| =y, tritt fiir einen x-Wert zwischen 3,9
und 4,0 ein. Deshalb startet man in einer zweiten
Tabelle mit 3,9 und verkleinert die Schrittweite auf
0,01 (d.h. 1 Pfennig) [Bild 3].

Die Tabelle [Bild 4] zeigt:

Fir x =3,95 gilty; =y> =1, 60.

Ein Hamburger kostet 3,95 DM und eine Cola kostet
1,60 DM.

—

*

Da du das Gleichungssystem zuerst ,,per Hand” in die
Form ,,y =” umgeformt hast, ist eine Probe durch
Einsetzen in die Ausgangsgleichungen ratsam!

Fiihre die Probe aus [Bild 5].

TRELE SETUP
Thlstart=3.3

albl=.1
Irdrnt.:
DerFend:
Bild 1

# “'1 V'z
zE000 | z.2750 | z.E00n
ZE000 | 24250 | 23000
o000 | 1.8780 | Z.i000
T.E000 | 18280 | L8000
8000 | 16750 | 17000
Eﬂﬁ?:l 1.6z00 | 15000

13700 | 13000

s N |
Bild 2

TRELE SETUP
Tbl5tart=3.9

albhl=.81
Indrat:
Oerend:
Bild 3
& 4 'z
=000 | 1.6750 | 1.7000
=400 | 16600 | 1.6800
.azo0 | 16450 | 16600
Taz00 | 1.5=00 | 16400
16150 | 1az00
1.6000 | 1.a000
=000 | 1.58%0 | 1.EA00
S b
Bild 4
kI A5+2%]1 .6
15. ASHEAA
2¥3Z.90+1*1.6
. Q. SEEEEE

Bild 5
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1.2 Grafische Losung W HDI:Il.l.I
Lineare Gleichungen haben als Graphen Gerade. Amin=E
Nennt man die zur ersten Gleichung des Gleichungs- AMaE=5
systems ﬁﬁg% é
Yrmax=3l
3.x+2-y=15,05 y=-1,5-x+7,525 Y=cl=1
& =
A2-x+1-y=9,5 Ay=-2-x+9,5 nres=1
Bild 1
gehorende Gerade g und die zur zweiten gehorende g», 1= 715447525
so erfiillen die Koordinaten der Punkte auf g; die erste
Gleichung, die auf g, die zweite.
¢ Gib die Geradengleichungen in den y = Editor ein. I
+ Stelle mit WINDOW das Grafikfenster ein. Niitze
dabei die Abschitzung, dass ein Hamburger maximal | #=4.5% —'=.77E
6 DM und eine Cola maximal 3 DM kostet [Bild 1]. Bild 2
¢ Zcichne die Geraden mit GRAPH [Bild 2]. Y{=-1 CH+7 E2E
+ Bewege den Cursor mit TRACE auf g;.
— Die in Bild 2 angezeigten Werte erfiillen die erste
Gleichung des Systems: 3-4,5+2-0,775 =15,05. I
. Uberpriife dies fiir weitere Punkte auf gjund auf g,.

n=2.095797 _LY=1.58EEE:
— Der Schnittpunkt der beiden Geraden liegt auf gund

auf g,. Seine Koordinaten erfiillen also beide Bild 3

¢ Wechsle nun mit Cursor up-down bei gleichem

Gleichungen. Sie sind die Losungen des Gleichungs- |yz=-zK+8.E
systems.

¢ Bewege den Cursor mit TRACE auf g in die Nihe

des Schnittpunkts und lies die Losung ab [Bild 3].

x-Wert auf g».

A=z 8574y LY=1BEELOE

— Du kannst erkennen, dass der zugehorige y-Wert Bild 4

leicht vom vorherigen abweicht [Bild 4]. = -LEmiTEoC

- Wenn du mit ZOOM 1:ZBox oder ZOOM 2:Zoom
In den Bildausschnitt vergroBerst, kannst du den
Schnittpunkt noch genauer bestimmen [Bild 5].

n=285z457 Y1 E04H1Y

Bild 5
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¢ Bestimme die Koordinaten des Schnittpunktes mit

2nd CALC intersect [Bild 4]. Die Anfrage des
Rechners ,,First curve?” bestitigst du mit y;.
Second curve?” mit y;. Um ,Guess?”’ zu
beantworten bewegst du den Cursor in die Nihe des
Schnittpunkts und schlieft die Eingabe mit ENTER

b.
¢ Inkerseckion
Wieder erhiltst du die Losung x = 3,95 und y = 1, 6. ne3 A% . Y¥=1.6
Ein Hamburger kostet 3,95 DM und eine Cola kostet Bild 1
1,60 DM [Bild 1] . S50+ *]1 L6
—  Wie bei der Losung mit der Tabelle, ist auch hier eine 2T 05+ % E i ?EEE‘E‘E
Probe durch Einsetzen in die Ausgangsgleichungen Q. SAEAEE
unerlasslich! [Bild 2] [ |
Ubungen:
a) Lose folgendes Gleichungssystem zuerst mit einer Bild 2
geeigneten Tabelle und dann grafisch. w e e
o0y | BAZED | 2 FE00
3.x+4.-y=36,5 Eoggd | B.7500 | 4.5E000
Lottt | B g1
AT-1,5+55=2-y z0000 | 7.EZE0 | BLFEND
] c.Eogn | F2E0n | 11 500
Losung [Bild 3]: x= A y= o000 | G.BPE0 | 17250
Y1=8

b) Lose folgendes Ritsel ebenfalls zuerst mit einer

geeigneten Tabelle und dann grafisch. Bild 3

Eva sagt: ,,Wenn du mir 1 DM gibst, dann habe ich Flotl Flokz Flefz
doppelt soviel Geld wie du!” Karl antwortet: ,,Wenn [ Ly B .20 %+1 1+1
du mir 1 DM gibst, dann habe ich dreimal soviel |- ‘J=BHIJk(%—11—1
Geld wie du!” Wieviel Geld haben Eva und Karl? wWa=

Lésung [Bild 4 und Bild 5] :ﬁ A
~ME=
Eva hat DM und Karl hat DM. e =

Bild 4

Intersection
H=EE _Il_l_lll=E.E [ E—

Bild 5
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Bestimmung der Anzahl von Losungen mit Hilfe von
Graphen

1. Fall: K\-\"-\.
———T

Die Geraden schneiden sich - das Gleichungssystem hat
genau eine Losun

x+y=2 ' n
Beispiel [Bild 1]: . Interiection | e
A2x—6y=-5
Bild 1

2. Fall:
Die Geraden verlaufen parallel - Das Gleichungssystem
hat keine Losung.

Beispiel [Bild 2]:

A2x—=3y=-5

[

4x — 6y =2 -"--.
—

3. Fall: -
Die Geraden fallen zusammen - die Gleichungen sind Bild 2

zueinander dquivalent - jede Losung einer Gleichung 16st  [yy=rzn-11/%
das Gleichungssystem. !

o ) 4x -6y =2
Beispiel [Bild 3]:
A2x -3y =1

Alle im TRACE-Modus ausgegebenen Zahlenpaare (x|y)

gehoren zur Losungsmenge des Gleichungssystems. H:z'-.

1.3 Losung mit Hilfe von Determinanten Bild 3

Ein lineares Gleichungssystem der Form

a-x+by-y=ci
ANax-x+by-y=c
. . | a1 bl | C1 bl ay ¢
mit den Determinanten Dy = D, = D, =
a b, c2 by az €3
- . . — Dx — D}’

hat fiir den Fall Dy # 0 die Losung: X=p,und y=J5-.
[Fall 1 und Bild 1]

Im Fall Dy =0 und D, # 0 oder D,, # 0 ist die Losungsmenge leer.
[Fall 2 und Bild 2]

im Fall Dy =0, D, =D, =0 hat sie die Losungsmenge einer der beiden Gleichungen als

Losung.
[Fall 3 und Bild 3]
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Losung mit Hilfe des Gleichungslosers

*

Gib das Gleichungssystem
y=21-x
Ay =66-x—49,5

in den y = Editor ein.

Starte mit MATH 0:Solver den Gleichungsloser
[Bild 1].

Wenn anstatt der Anzeige EQUATION SOLVER
eine (frither eingegebene) Gleichung erscheint,
kommst du mit Cursor up zur Bearbeitung der
Gleichung.

Gib die Gleichung entsprechend Bild 2 ein und
bestitige die Eingabe mit ENTER

Stelle den Cursor hinter X = und berechne x mit
ALPHA SOLVE [Bild 3 und Bild 4].

left-rt gibt die Differenz des Rechts- und Linksterms
der Gleichung an. left-rt = 0 heillt, dass die
Berechnung genau erfolgte.

x = 1,1 : Michael holt Martin nach 1,1 Stunden, das
ist Stunde und Minuten ein.

Die Losung fiir y erhéltst du, indem du den x-Wert in
Y | oder Y, einsetzt.

SchlieBe mit 2nd QUIT den Gleichungsloser.

Rufe mit VARS Y-VARS 1:Function 1:Y1 auf und
gib mit ENTER den Wert aus [Bild 5].

y = 23,1 : Michael holt Martin km vom Ort A
entfernt ein.

E:Fﬁlni
e FMaxy

= nler1wur
i frhlntc
Hsolver...

T CFRFRE
'

Bild 1

EQUATION SOLVYER
e =Y %z 1

Bild 2

Y1-Yz=R
=N
bound=+ 199, 1..

Bild 3
¥%:¥2=E
boupd=-1e99. 1.
n ]eft—rt=H
Bild 4
Y4

27, 1 BREGEG

Bild 5
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1.6 Ubungsaufgaben

1)

2)

3)

Bewegungsaufgabe:

Zwei Ziige starten gleichzeitig in den 140 km
voneinander entfernten Orten A und B und fahren
einander entgegen. Der Zug aus A fdhrt durch-
schnittlich 90 %, der aus B fihrt durchschnittlich

120 £ Nach welcher Zeit und wieweit von A
entfernt treffen sich die beiden Ziige?
Lose grafisch [Bild 1]:
Die Ziige treffen sich nach

von A entfernt.

Minuten

Zahlenritsel:

Eine zweiziffrige Zahl ist viermal so grofl wie ihre
Quersumme. Vertauscht man die beiden Ziffern, so
erhdlt man eine um 27 groflere Zahl. Wie heilit die

urspriingliche Zahl?
Lose mit dem Determinantenverfahren!
Kleine Hilfe:
2 2 2 5
N = o =
z| g 5 22| TEz
< 7 o) 5 < ! 5 S
N 5 s SN O 3N
=] 5) S B g
o = > >
471 4+7 | 4-10+7-1 74 7-10+4-1
961 9+6 | 9-10+6-1 69 6-10+9-1
23

Bild 2 zeigt die Eingabe der Matrix [A], Bild 3 zeigt
die Elemente der Matrizen [B] und [C] und Bild 4
zeigt die Berechnung einer Ziffer.

Die urspriingliche Zahl heif3t

Altersritsel:

,Klar, dass du da nicht mehr mitkommst!” sagt der
Sohn zu seinem Vater. ,,Du bist ja schlieSlich dreimal
so alt wie ich.” ,,Nicht so schlimm,” sagt der Vater,
,,du alterst schneller. In 14 Jahren werde ich nur noch
doppelt so alt sein wie du!”

Lose mit einer Tabelle [Bild 4].

Der Vater ist Jahre und der Sohn Jahre alt.

",

Inkgpseckion
n=.BBBEBBEGS V=SB0 A

Bild 1

MATEIA[A] 2 =&

(% s 1
zaz=9
Bild 2
[E]
[[B -3]
[Z27 9 11
[C]
[[& & ]
[-2 2711
B
Bild 3
?eti[E]}fdeti[H]
5. AEEEEA
Bild 4
o Y4 Yz
1z 6 =@
1% L i
1Y yz Yz
ic yE 4y
e |
ﬁﬁlll £y 7]
n=18
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4) Aus der Geometrie:
Ein 80 cm langer Draht soll so zu einem Rechteck
gebogen werden, dass dieses 12 cm ldnger ist als
breit. Gib die Linge und die Breite des Rechtecks an.
[Bild 5 zeigt die Eingabe in den y = Editor].
Das Rechteck ist cm breit und cm lang.
5) Aus der Technik:
In einem Getriebe greifen zwei Zahnrader ineinander.
Wihrend sich das grofere 5 mal dreht, dreht sich das
kleinere 7 mal. Das gréere Zahnrad hat 14 Zihne
mehr als das kleinere. Wie viele Zidhne hat jedes
Zahnrad? [Bild 2 und Bild 3]
kleines | groB3es .
Zahnrad | Zahnrad Gleichung
Anzahl .
der Zéhne: Y
gleicher
Stand der 7-x 5.y
Zdhne:
Das kleine Zahnrad hat Zihne, das grofie .
6) Aus der Wirtschaft:

Herr Meier hat fiir den Umbau seines Hauses
15000 DM von einer Sparkasse und 20000 DM von
einer Hypothekenbank geliehen. Er zahlt im ersten
Jahr insgesamt 2200 DM Zinsen. Am Ende des ersten
Jahres zahlt er an die Sparkasse 2000 DM zuriick und
mul im zweiten Jahr insgesamt 2040 DM Zinsen
bezahlen. Welchen Zinssatz in Prozent fordert die
Sparkasse, welchen die Hypothekenbank?

Bild 4 zeigt die Berechnung des Zinssatzes der
Sparkasse.

Sparkasse H-Bank | Gleichung
Zinssatz: X y
Zins im x y
1 Jahr Too - 15000 | 55 - 20000
Zins im x y
5 Jahr: Too - 13000 | 555 - 20000

Flotl Flake Flakz

S EBRA 22—
MNeBRR—-12
wMr=
“hy=
~He=
~ME=
wNe=
Bild 1
# “'1 V'z
z1.000 | yS.o00 | 4z yoo
000 | yg.o0g | yyBon
X000 | 2000 | ya.zon
YE.O00 | 47500
4o 000 | 4300
TE.O00 | E0.00g | SoCyon
000 | E4.000 | E4 00
mEa0
Bild 2

f[gt-zr's-ai:ti-:-n

Bild 3
?ett[E])xdeti[H]

. 888
Bild 4

Der Zinssatz der Sparkasse betrdgt , der der Hypothekenbank )
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2 QUADRATWURZELN - RATIONALE ZAHLEN

2.1 Intervallschachtelung

Welche Seitenlénge a hat ein Quadrat mit dem Flachen-
inhalt 2 dm? ?

Schneide ein Rechteck der Breite 1 dm und der Lénge

2 dm gemidB der Abbildung in 4 Teile, und lege |THELE SETLUF

daraus ein Quadrat. TblStart=R.4
Welchen Fliacheninhalt hat dieses Quadrat? albl=.1
IndrFnt.

Miss die Seitenldnge a des Quadrats. Oepand:

— Du misst a~ 1,4 dm. Es gilt a?> =2 dm?. Du kannst
a genauer ermitteln, wenn du fir die Lénge der

Quadratseite die Variable x: a =x dm und fir die
Malzahl der Fldache des Quadrates y setzt.

Dann gilt y =x< und y = 2. - 1y
- Mit Hilfe von Tabellen kannst du nun den x-Wert i; %EE
bestimmen fiir den y = 2 gilt. 1.6 c.5h
Ao | 2.8
¢ Gib die Gleichung y = x“ in den y = Editor ein. 10 %E;
+ Wihle mit 2nd TBLSET 1,4 als Startwert und als  [—= 1
Schrittweite 0,1 [Bild 1]. w=1.2
+ Rufe die Tabelle mit 2nd TABLE auf [Bild 2]. Bild 2
. o S o A Y
Firx=1,4gilty=1,96und flirx =1,5 gilt y =2,25
sy sty i4 1.96
: 1.9881
Daraus folgt: 1,4 <x<1,5. c.018Y
1.4z c.o4yyg
¢ Verfeinere nun die Schrittweite in deiner Tabelle. 12; %EEE
Mit der Schrittweite 0,01 erhiltst du die Tabelle aus iyE 1315

Bild 3. =1 4=

Damit gilt: 1,41 <x <1,42.
Bild 3
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Deshalb wéahlst du nun 1,41 als neuen Startwert.
AuBlerdem kannst du die Schrittweite auf 0,001
verkleinern [Bild 1].

Nun gilt: 1,414 <x <1,415.

Welchen Startwert und welche Schrittweite wahlst du
nach diesem Ergebnis?

Startwert: Schrittweite:

Mit 1,414 als Startwert und einer Schrittweite von
0,0001 erhéltst du die Tabelle aus Bild 5.

Aus ihr kannst du ablesen, dass das Quadrat aus
1,4142 auf 4 Nachkommastellen genau 2 ergibt.

Setze den Cursor in der Y 1-Spalte auf 2,0000.

Das Ergebnis von 1,41422 wird auf 8 Nachkomma-
stellen genau angezeigt. Der Wert ist also etwas zu
klein.

Oft reicht jedoch die Genauigkeit des von dir
gefundenen Werts aus:

J2 ~ 11,4142

Bestimme die Quadratwurzel aus 12 mit Hilfe von
Tabellen auf 4 Nachkommastellen genau.

Da 32<12<4? gilt ist 3 ein passender Startwert.
[Bild 4]

Zwischen welchen Werten liegt /12 ?
I P

Setze das Verfahren fort bis du die Tabelle in Bild 5
erreichst.

%3{
LR e L Ll

L L.
[y
L L.l

-

=
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o
=
o,
o | "

[t et ot
pe L}

c.onil

rrrrrrr|w.
e
Lr.rr.r.r.r.r
[ E T

= | HEEEEee

i

1.999395164
3

o
=

éx

[ L e L | e |
o e
p=g = =f =]

L B

=
LoJ| miniarie

o
—
o
5

el e e
[ g o o ::._‘:
mmnmmnOmnOmomm
LJrrr.r.r.r.r
WAL Wt

-

rJt

E—2

-

[ s

Yi1=11.999955851

Bild 5
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2.2 Das Heronverfahren

Um einen genaueren Wert fiir /2 zu finden kannst du das Heronverfahren beniitzen.

T D SR
'>°<>2\<>g°;<>2\°2\<>\:,* :
A
oS SRR N2 Py \p
5 5 B
E>00/§>‘_\<%0_ X 2 e
y e S 2 = o e
0 R ey - 2 g i
-<-><><->"<-><> ->° 3 ->°<> 0<>°<><><><>< g 3 Sy
S O ) & 2
X X X

0 1 2

Hierbei versucht man ein Rechteck mit den Seitenldngen x und y und dem Flacheninhalt
2 =x-y schrittweise in ein flichengleiches Quadrat zu verwandeln. Das Quadrat mit
Flicheninhalt 2 hat die Seitenlinge 2. Da xo groBer und yo kleiner als die
Quadratseite ist, nimmt man fiir die Seitenlédnge x; der ndchsten Ndherung den Mittelwert

aus den vorherigen Seitenldngen: x| = %(xo +10). Aus xg-yo =2 erhilt man yo = %
Setzt man = fiir yo in X1 =3(xo +y0) ein, erhilt man x; = 3(xo ++) und da wieder
X1y1=2: )i :%.

Nach n Schritten erhélt man die Formel: Xp = %(xn-l + %)

Eine Néherungsrechnung, bei der man den neuen Naherungswert stets aus dem

¢ Stelle den Rechner mit MODE Float 9 auf hochste Genauigkeit der Anzeige ein.
¢ Belege dann mit 1,4 STO X die Variable x mit dem Startwert 1,4.
+ Berechne 0,5« (x+£) als ersten Niherungswert.

— Dieser Wert stimmt bereits mit dem vorher mit Hilfe der Tabelle gefundenen Wert
iiberein.

¢ Schreib den Befehl zum Speichern des Ergebnisses in X direkt hinter die
Berechnungsformel. Setz dann durch wiederholtes Driicken der ENTER-Taste die
Berechnung so lange fort, bis der neue Néaherungswert bis zur 9. Nachkommastelle
mit dem vorherigen iibereinstimmt [Bild 1].

J2 ~1,414213562 I.4+%
- \1\;[[1;[ r;iz:url S%leichen Genauigkeit gibt die v/~ -Taste den e +%}§?EEEEE‘E‘E‘
— Das Heronverfahren fithrt mit wenigen Rechen- % : j % j%?%géj
schritten zu guten Niherungswerten. 1.414213562
¢ Berechne die Wurzeln aus weiteren Zahlen. B 1.41421 3362
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3 QUADRATISCHE FUNKTIONEN

D :5m

L1 Lz Lz
Eine Autozeitung fiihrt mit einem Pkw auf trockener o000 | ool | oo _
Fahrbahn einen Bremstest durch. Es werden die oben Egggg iﬂggg
angegebenen Werte gemessen. o000 | Z2 B0
1z20.00 m
Welchen Bremsweg hat das Fahrzeug bei einer | =====-
e km
<9
Geschwindigkeit von 100 == T =
Bei welcher Geschwindigkeit betrdgt der Bremsweg Bild 1
50 m?
. ) Flokz  Flok:
Um diese Fragen beantworten zu konnen, entwickelst du D.F-.I.I'-:' *
ein mathematisches Modell des Bremsvorganges: et B8 - d
o : e HH-- HOIH |-~
¢ Gib mit STAT EDIT die Messwerte in die Listen L1 wlishily =
und L2 ein [Bild 1]. e
¢ Lege die Form der Ausgabe des Graphen mit 2nd Mark: B +
STATPLOT fest. Widhle Plotl und trage die
Angaben entsprechend Bild 2 ein. Bild 2
¢ Skaliere mit ZOOM ZoomStat das Grafikfenster [F1:L1sLE o
passend und gib den Graphen mit GRAPH aus.
- Mit TRACE kannst du den Cursor zu den Bild- o
punkten der Messwerte bewegen und die Werte !
ausgeben [Bild 3]. L o &
A=an Y=14.E

Bild 3
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Versuche nun einen Funktionsgraphen zu finden, auf dem
die Messpunkte moglichst genau liegen.

- Wie du siehst passt keine Gerade durch die Mess-
punkte. Ein Ast einer Parabel mit der Funktions-
gleichung y = a - x? konnte besser passen.

¢ Versuche die Niherung mit ¢ =1:y=x? [Bild 1].

— Der Graph dieser Funktion verlduft durch den Punkt
(0]0). Er steigt jedoch viel zu steil an. Wie du weil3t
wird der Verlauf fiir 0 <a <1 flacher.

¢ Versuche deshalb die ndchsten Ndherungen mit den
Graphen zu y=0,1-x* bzw. y =0,01 - x? [Bild 2].

— Nach ein paar weitere Versuchen [Bild 3] findest du,

dass die Messpunkte sehr genau auf dem Graphen zu
¥ =0,004 - x? liegen [Bild 4].

Eine solche Kurve heisst Regressionskurve fiir die
Messpunkte, die zugehdrige Funktion Regressions-
funktion.

Es gilt also der Zusammenhang: y=0,004-x>
(Gleichung der Regressionsfunktion).

Dabei steht x fiir die Geschwindigkeit in % und y fr
den Bremsweg in m.

¢ Suche im TRACE-Mode die Losung der ersten
Frage [Bild 3].
Bei einer Geschwindigkeit von 100 % betrdgt der
Bremsweg

¢+ Beantworte mit Hilfe von TRACE die 2. Frage
[Bild 5].
Bei einer Geschwindigkeit von
Bremsweg 50 m.

betrdgt der

— Aufgrund der nur auf eine Nachkommastelle genauen
Messwerte haben die vom Rechner ausgegebenen
Nachkommastellen keine Giiltigkeit!

Bild 1

Bild 2

T=.00zE"E

n=r9.91 ¥=19.16

Bild 3

L BRI E o s

— .
a=100 V=41

Bild 4

e ERILILE s

n=11z.08511 Y=Eo.zEezBY

Bild 5
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Wie gro ist der Bremsweg Dbei einer

Geschwindigkeit von 200 X2 2

¢ Passe mit WINDOW das Grafikfenster an und gib im
TRACE-Mode x =200 ein.

Der Bremsweg betridgt 160 m. Er ist damit viermal so
o km
lang wie bei 100 <!

Der Bremsweg nimmt mit dem Quadrat der
Geschwindigkeit zu!

Mit diesem mathematische Modell des Bremsvorgangs
kannst du Vorhersagen fiir wirkliche Messungen treffen.
Du kannst damit einen Bremsvorgang simulieren.
Voraussetzung ist natiirlich, dass die Messbedingungen
(Fahrzeuggewicht, Reifen, Fahrbahnbelag ...) gleich
bleiben.

Beantworte die folgenden Fragen, ohne mit dem Auto
zu fahren:

1) Wie schnell darf der Pkw hochstens fahren, wenn
der Bremsweg maximal 25 m betrdgt [Bild 2
und Bild 3]?.

2) Der Pkw fiahrt mit 150 % Wie lang ist sein
Bremsweg?

e ERILILE s

Bild 1

V1= 00y 2

n=r8.01 ¥=cE . EE

Bild 2

=.008E"E

n=rg.0nz ¥=c4y.88

Bild 3

— Der Rechner kann die zu den Messwerten passende
Regressionsfunktion weitgehend selbst bestimmen.
Du musst lediglich den vermuteten Zusammenhang
(linear, quadratisch, exponentiell etc.) eingeben.

¢ Rufe mit STAT CALC das Meni aus Bild 4 auf und
wihle 5:QuadReg L1,L2 (a-x> +b-x+0).

Die Regressionsfunktion lautet [Bild 5]:
¥ =0,004042645 - x> —0,002052189 - x +0,007407902

OI1T TESTS
1-Var Stats
2-War Stats
Med-Med
Linkegiax+kha
LuadREed

s CubilcEeg
rlHuartREeg

E
1
2
-
4

Bild 4

LuadFeg
=g e +h+c
a=. d8484 2545
b=-.8028052159
c=. BE74E7 62

Bild 5
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Die Gleichung dieser Regressionsfunktion speichert
der Rechner automatisch in der Variablen RegEQ.
Sie steht im Untermenii VARS S5:Statistics EQ
[Bild 1].

Setze den Cursor im y = Editor hinter y, = und trage
die Gleichung mit VARS 5:Statistics EQ 1:RegEQ
ein [Bild 2].

Wenn du beim Aufruf der Regressionsgleichung fiir
die Option reggl eine Y= Variabele -eingibst,
speichert der Rechner die Gleichung sofort in der Y=
Variablen. Beispiel: 5:QuadReg L1,L.2,Y2

Zeichne den Graphen zusidtzlich in dein Diagramm
ein [Bild 3].

Wie du siehst, stimmt er innerhalb der Zeichen-
genauigkeit des gewdhlten Fensters mit dem von dir
zuerst gefundenen Graphen iiberein.

Zeige mit ZOOM 1:ZBox, dass tatsdchlich zwei
Funktionsgraphen gezeichnet wurden [Bild 4].

Zeige dies auch mit Hilfe von TRACE.

Die Nachkommastellen tiuschen eine Genauigkeit
vor, die aufgrund unserer Ausgangsdaten nicht
erreicht wird. So berechnet sich der Bremsweg mit
der angegebenen Funktion zu 40,228639002 m. Eine
solche Angabe wire angesichts der Versuchs-
bedingungen Unsinn! Trotzdem darfst du zur
Bestimmung der Regressionsfunktion die Anzahl der
Stellen nicht zu niedrig einstellen.

Weise dies nach, nachdem du die Anzahl der Nach-
kommastellen mit MODE FLOAT 2 auf zwei
eingestellt hast.

Welche Gleichung erhaltst
Regressionsfunktion [Bild 5] ?

du jetzt fir die

A = TEST PTS
EEQE%
=
EH 2]
L
s
=H=)
A
Bild 1
A Flokz Flot:
~Yi 8. g s
~Ne B B4 Ad 2ed 5
2+ - HAZASZ 1295+,
HAV4E7 260210
W=
~y=
“He=
Bild 2

,_1; :

Bild 3

VeSO EEYER"E+ 02

a=r8.110i0l ¥Y=zE14EEEL

Bild 4

LuadFeg

=g e+t
a=. Bd

b=-. 88
c=.@1

Bild 5
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Fiir einen Geldndewagen ermitteln die Tester nach

mehreren Messungen die  Regressionsfunktion
y=0,07-x2. Dabei steht x wieder fiir die Geschwin-
digkeit in - und y fiir den Bremsweg in m.

Wie groB sind die Bremswege des Geldndewagens
bei folgenden Geschwindigkeiten ? [Bild 2]

Geschwindigkeit
km 50
in = h

90 120

Bremsweg in m

* Gib die Funktion y = 0,007 - x? in den y = Editor ein,
wihle mit WINDOW ein geeignetes Fenster und

ermittle die gesuchten Bremswege im TRACEModus
[Bild 1 und Bild 2].

- Bild 3 zeigt einen Vergleich von Geschwindigkeiten
der Fahrzeuge bei gleichem Bremsweg. Um die
Bremswege bei gleicher Geschwindigkeit zu
vergleichen kannst du die der Geschwindigkeit
entsprechende Gerade einzeichnen und dann mit
TRACE auf dieser Geraden die Schnittpunkte mit
den Parabeldsten anfahren [Bild 4]. (zur besseren
Darstellung zeigen die Bilder 4 und 5 jeweils den
Inhalt zweier Ausgabefenster).

¢ Vergleiche die Bremswege bei einer Geschwindigkeit
von 120 2

Der Geldndewagen und der Pkw aus dem vorigen
Bremstest fahren im Versuch nebeneinander mit 100
T - Beide Fahrer bremsen genau gleichzeitig.
Welche Geschwindigkeit hat der Geldndewagen
noch, wenn der Pkw bereits steht?

[Losungshinweis: Wenn der Pkw zum Stillstand

kommt hat der Geldndewagen noch 30 m Bremsweg.
Bild 5]

An der Stelle, an der der Pkw zum Stillstand kommt
hat der Geldndewagen noch eine Geschwindigkeit
von

TES007HTE

i e I, ) B

Bild 1

TE=.0070"E

=iz T L y=io0d .

Bild 2

i ERITIL B o s
RIS s

n=100 Y1=40

a=1010

Bild 3

1Z=E0

LT ——

H B4.57 w=iix: NeE0

Bild 4

yE= na?*ﬂﬁ/

H BE.MZ V=B 9E

Bild 5



4 QUADRATISCHE GLEICHUNGEN 22
4 QUADRATISCHE GLEICHUNGEN
4.1 Grafische Losung
Gleichungen der Form a-x*+b-x+c=0 mit G=R
und a, b € R, a # 0 heillen quadratisch.
Um sie zu losen bestimmen wir die Nullstellen der
Funktion mit der Gleichung y=a-x?>+b-x+c. Dies Bild 1
geht mit dem Rechner auf grafischem Weg sehr leicht. TRy
Beispiel:  x?—10x+16=0.
¢ Gib die Funktionsgleichung y =x?>-10x+16inden | ¥ T
y = Editor ein.
¢ Wihle mit ZOOM 6:ZStandard eine Voreinstellung -
fir das Grafikfenster und gib mit GRAPH den hﬂt;,:?g{'éjﬂ y=1 B7PEOGZ
Graphen aus [Bild 1]. :
. . _ Bild 2
-  Wie du sichst I}at der Qraph zwel Schnlj[tpunkte mit T 1on T _LOReLlE
der x-Achse, die Funktion hat also zwei Nullstellen
und die Gleichung zwei Losungen.
¢ Gib 2nd CALC 2:zero zur Bestimmung der
Schnittpunkte mit der x-Achse ein.
¢ Beantworte ,Left Bound?” (Linke Schranke?), |giantEound®
indem du den Cursor links vom zu bestimmenden [#=2.552131 1¥=-z.0iz12H
Schnittpunkt positionierst und ENTER driickst Bild 3

[Bild 2].

Bei ,,Right Bound?” positionierst du den Cursor
rechts vom Schnittpunkt und bestitigst mit ENTER.
[Bild 3]

Beantworte ,,Guess?”, indem du den Cursor in die
Nihe des Schnittpunkts setzt und dann ENTER
driickst [Bild 4].

Der Rechner gibt die Koordinaten des Schnittpunkts aus
[Bild 5].

-

Die Koordinaten (8|0) des zweiten Schnittpunktes
kannst du in gleicher Weise bestimmen.

Die Funktion hat die Nullstellen x; =2 und x, = 8.
Die Losungsmenge der Gleichung lautet IL = {2; 8}.

Y1=H"E=-10K+16

LUg5EET

n=Z.17B6 ¥=-.’/4966

Bild 4

ey
n=c ¥

0

Bild 5
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- Die Probe kannst du durch Eintippen [Bild 1], aber

auch folgendermaBien durchfiihren:
Der Term x? —10x + 16 ist unter Y1 gespeichert.

Speichere zuerst die Belegung 2 fiir x ab: 2 STO X.

Rufe dann den Term Y1 auf: Driicke dazu VARS,
wiahle im Meni Y-VARS, dann 1:Function und
schlieBlich 1:Y1.

Darauthin erscheint Y1 an der Cursorposition

*

Starte mit ENTER die Berechnung des Termwerts
flirx=2.

Nach der Belegung von X mit 8 kann Y1 durch 2nd
ENTRY wiederaufgerufen werden [Bild 2].

Welche Losungsmenge hat die quadratische
Gleichung x2 —2x —3 ? Lose die Gleichung grafisch
[Bild 3] und fiihre die Probe durch.

lautet:

Die Losungsmenge

Anzahl der Losungen einer quadratischen Gleichung

Fir die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung
gilt:

1. Fall: Sie hat zwei Losungselemente.
2. Fall: Sie hat ein Losungselement.

3. Fall: Sie hat kein Losungselement.

Zeichne fiir jeden der Fille eine passende Parabel
[Bild 4 und Bild 5]

22=18%2+16
H. AEEEEEA
S 2=18+8+15
d. BEREEA
[
Bild 1
22X
y 2. BEEEEA
1
H. BEEEEA
S
= . AEEEEA
"4
Bild 2

Bild 5
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Bild 1 zeigt den Graphen der Funktion y = —x?>+2-x— 1.
Das Bild legt die Vermutung nahe, dass die quadratische
Gleichung —x? +2 - x — 1 = 0 genau eine Losung hat.

¢ Zeichne den Graphen entsprechend Bild 1.
Fenstereinstellung ist ZOOM 6:Standard.

¢ Positioniere dann den Cursor in die Ndhe des
vermuteten Schnittpunkts mit der x-Achse und
vergroflere den Bildausschnitt mit ZOOM 2:Zoom
In [Bild 2].

— Sollte die Parabel nur einen Schnittpunkt mit der
x-Achse haben, muss dieser Punkt der Scheitelpunkt
der Parabel sein.

¢ Bestimme mit 2nd CALC 4:maximum den Scheitel
der Parabel [Bild 4].

- Bild 4 zeigt, dass die grafische Losung eine
Néherungslosung ist.
Da —x?+2-x—1=—(x—1)? gilt, ist 1 tatséchlich die
Losung der Gleichung.

Gesucht ist die Losungsmenge der quadratischen
Gleichung x?+4-x-192=0.

¢ Gibx?+4-x-192 in den y = Editor ein.

* Wihle mit ZOOM 6:ZStandard ein Grafikfenster
und gib mit GRAPH den Graphen aus.

Es erscheint nur das Koordinatensystem auf dem
Bildschirm. Innerhalb des gewéhlten Fensters liegt kein
Punkt des Graphen.

¢ VergroBBere den Fensterbereich mit ZOOM 3:Zoom
Out [Bild 4].

Es ist eine nach oben offene Parabel erkennbar. Diese hat
zwei Schnittpunkte mit der x-Achse.

¢ Bestimme die Koordinaten der Schnittpunkte mit 2nd
CALC 2:zero und gib die Losungsmenge der
Gleichung an [Bild 5].

Bild 1

I~

Bild 2

,.-""--H
A

Haximum
n=lagafaz  Y=0

Bild 3

Bild 4

oy ) I

n="1n Ll

0

Bild 5
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4.2 Algebraische Losung -1+R
Quadratischen Gleichungen der Form a-x2 +b-x+c=0 T3E -1. BEBEEE
konnen mit der Formel
43 2« HEBBEH
_:|.
- 2_4.,. —H—.bh2=4.q.
= b hac o o T hae 4. BEBEEE
2-a X 2-a
gelost werden. Dabei entscheidet die Diskriminante :
D=b>-4-q-c iber dic Anzahl der moglichen Bild 1
Losungen: 2. AAEEEA
D> 0 . 2 Lﬁsungen X1 = W 4-:”: 4 EEEEEE
A
und xp = b Brams HEE.EEEEEE
) Ans =+l 20 . BEBREE
D=0: 1 Losung x=2_—.l; )
D<0:  keine Losung Bild 2
4, BEBREH
B2~k
Beispiel: 2 +3.x+4=0 20 . BEBREE
Ari=+0
— In der Formel kommen nur die Koeffizienten @, b und 25 . HEAREAE
¢ vor. Im Beispiel gilt @ = =1, b=3 und ¢ =4. C-B+JCO FEIEEE%EI
+ Gib die Koeffizienten ein [Bild 1] . N )
¢ Gib die Diskriminante b> —4-a- ¢ ein [Bild 2]. Bild 3
- D>0: Die Gleichung hat 2 Losungen. 4 . HEEEERA
: o B2—4#R+L
¢ Speichere den Wert der Diskriminante unter D 25 . ARAEAG
e =t e panese
i demLMmgﬁMmdx:_%fjanHMdﬂ. i-E+IﬂD}}}iE$H}
— -1 ist die erste Losung der Gleichung. ﬂ'ElIﬂD?%}?%EH?E
- Rufe mit 2nd ENTRY die Losungsformel noch Bild 4
einmal auf. Setze dann den Cursor auf das + Zeichen
und iiberschreibe dieses mit einem — Zeichen = £3. BaBbBe
[Bild 4]. 25. BEEEEE
- 4 ist die zweite Losung der Gleichung [Bild 5]. ﬂ-E+IﬂDE€HEEEE%E
i =R N N g o
. 4 . BEBREH

Bild 5
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4.3 Losung mit einem Programm

-

Quadratische Gleichungen sind haufig zu 16sen. Es
lohnt sich das soeben durchgefiihrte
Losungsverfahren in  ein kleines Programm
abzulegen.

Rufe mit PRGM den Programmeditor auf.
Wiéhle NEW und gib QUADGL als Namen ein.
Gib das Programm aus Bild 1 ein.

Zeilennummern und Einriickungen in Bild 1 dienen
nur der Ubersichtlichkeit - nicht in den Rechner
eingeben!

Die Befehle zur Ein- und Ausgabe kannst du iiber,
PRGM 1/0 (input/output) eingeben.

Die Befehle zur Ablaufsteuerung kannst du iiber
PRGM CTL (control) eingeben.

Programmbeschreibung:

Zeile 1: Loschen des Ausgabefensters

Zeile 2: Eingabeaufforderung fiir die
Variablen A, B und C.

Zeile 3: Berechnung der Diskriminante
und Speicherung in der Variablen D.

Zeile 4:- 6:  Die Diskriminante wird ausgegeben

und der Programmablauf bis zum
néchsten Tastendruck unterbrochen.

Zeile7:-9: Wenn D < 0 dann wird ,,LEERE
MENGE” ausgegeben.

Zeile 10: - 15: Berechnung und Ausgabe der Losung
firD=0

Zeile 16: -  Berechnung und Ausgabe der Losung
fiir D > 0.

Starte das Programm mit PRGM EXEC

1:QUADGL

Berechne die Losungen des  Beispiels
—x2+3-x+4=0

Bild 2 zeigt die Eingabe der Koeffizienten A, B und
C und die Ausgabe der Diskriminante.

Bild 3 zeigt die Losungen.

Teste das Programm mit mehreren Gleichungen.

1: ClrHome
2:  Prompt A,B,C
3: B"2-4*A*C - D
4. Disp "DISKRIMINANTE:"
5: DispD
6: Pause
7. IfD<0
8: Then
9: Disp "LEERE MENGE"
10: ELSE
11: If D=0
12: Then
13: (-B/(2*A)-X
14: Disp "X:"
15: Disp X
16: Else
17: (-B+/(D))/(2*A) - X
18: Disp "X1:"
19: Disp X
20: (-B-V(D))/(2*A) - X
21: Disp "X2:"
22: Disp X
23: End
24:  End
Bild 1
=7 -1
EF=‘?'3
=74
OISKRIMIMAMTE:
20 HEEERRE
Bild 2

Bild 3
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4.4 Losung mit dem Gleichungsloser (Equation

Beispiel:

*

Solver)
—x2+3-x+4=0

Starte mit MATH 0:Solver den Gleichungsloser
[Bild 2].

Wenn anstatt der Anzeige EQUATION SOLVER
eine (frither eingegebene) Gleichung erscheint,
kommst du mit Cursor up zur Bearbeitung der
Gleichung.

Gib die Gleichung entsprechend Bild 1 ein und
bestdtige die Eingabe mit ENTER

Stelle den Cursor hinter X = und berechne x mit
ALPHA SOLVE [Bild 2].

left-rt gibt die Differenz des Rechts- und Linksterms
der Gleichung an. left-rt = 0 bedeutet, dass die
Berechnung genau erfolgte [Bild 3].

Leider stellt der Rechner, nachdem er eine Ldsung
gefunden hat, die Suche nach weiteren Losungen ein.

Um eine weitere Losung zu finden startest du die
Suche in einem anderen Bereich.

Suche ,,rechts” von 4 nach einer weiteren LOsung,
indem du die Bereichswerte 4+ 107 bis 10%°
angibst und einen Wert aus diesen Bereich als
Losung vorschligst [Bild 3].

Die Fehlermeldung ERR: NO SIGN CHNG (Fehler,
kein Vorzeichenwechsel) [Bild 4] gibt an, dass der
Rechner im angegebenen Bereich keine Ldsung
findet.

Wenn die Fehlermeldung ERR: BAD GUESS
(schlecht geschitzt) [Bild 5] erscheint, dann hast Du
bei X = einen Wert vorgegeben, der nicht innerhalb
der mit bound eingegebenen Grenzen liegt.

EQUATION SOLVER
Eqn=ﬁ='H“E+3*H+4

Bild 1
a2+ 3k n+d=[
mH=d

bound=<-199.1..
» left—rt=H
Bild 2

'ﬁf%+3*H+4=E
bound={4. BEEEEH. ..

Bild 3

ERRE:HO SIGH CHHEG
Llait
: Got.o

Bild 4

ERE:EBAD GUESS
Elit
: Hot.o

Bild 5
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Suche ,,links”
indem du die Bereichswerte
angibst.

von 4 nach einer weiteren Ldsung,
-10%° bis 4-107°

Vergiss nicht einen Schitzwert aus diesem Bereich
einzugeben.

Die Losung in Bild 1 wurde mit einer Vorgabe von
- 10 gefunden.

Oft kannst du die zweite Losung auch finden, indem
du mit verschiedenen Vorgabewerten experimentierst
ohne den maximalen Bereich bound = {-1E99,1E99}
zu dndern.

4.5 Ubungsaufgaben

1)

-

2)

Bewegungsaufgabe:

Fiir die 224 km lange Strecke von Miinchen nach
Stuttgart braucht der Euro-City-Zug 20 Minuten
langer als der um 30 km/h schnellere ICE.

Losungshinweis:
E-City | ICE
Geschwindigkeit in km/h X x+ 30
Fahrzeit in Stunden: % %
Dies ergibt die Gleichung: 2= x2+2340 - %

mit dquivalenten Umformungen erhéltst du daraus
die Gleichung —x?> =30 -x +20160 = 0 [Bild 2].

Der Euro-City hat eine Durchschnittsgeschwindigkeit
von

Bild 3 enthilt eine Losung der Gleichung.

Zahlenritsel:

Die Quersumme einer zweiziffrigen Zahl betrdgt 17.
Wie heifit die Zahl, wenn das Produkt der Ziffern 72
ist?

Losungshinweis:

Nimm fiir die Einerziffer die Variable x. Da die
Quersumme 17 ist, ist die Zehnerziffer 17 - x.

Das Produkt ist dann und die Gleichung
lautet . Bild 4 und 5 zeigen die
Losung mit dem Programm QUADGL.

Die Zahl heif3t:

“a 2+ AkE+d=0

=-1
bound=< -1 99, 3.
s ]left—rt=H

Bild 1

EQUATION SOLVER
e H= -2 =30k E+
ZA1660

Bild 2

RS TEE e e BT
m5=-137.Freadsd.

bound=+L{ -199.1...
] eft—rt=H
Bild 3
=7 -1
E=717
C=7-72
DISkRIMIMANTE:
1. BEEEEG
Bild 4
DISERIMINAHTE
" 1. GEERAG
H: . DAREAE
] 9, DEEEEE
Done
Bild 5
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| Ein Kreis mit dem Radius » hat den Umfang U= 2 7 - 7 und den Flicheninhalt 4 = 7 - 72.

Aus der Geschichte
Das Wissen tiber die Kreiszahl 1tist schon sehr alt.

In der Bibel wird bereits vom Zusammenhang zwischen Durchmesser und Umfang eines
Kreises berichtet (1. Konige 7,23;2. Chronik 4,2): ,,Dann machte er das Meer. Es wurde
aus Bronze gegossen und maf 10 Ellen von einem Rand zum anderen, es war véllig rund
und 5 Ellen hoch. Eine Schnur von 30 Ellen konnte es rings umspannen”.

Um 250 v. Chr. rechnete Archimedes mit

223
71

2

<< 7

Er erkannte, dass er die Zahl nicht genau bestimmen, sondern nur Grenzen angeben
konnte.

¢ Berechne die prozentuale Abweichung der Untergrenze %und der Obergrenze %
vom Wert, den dein Taschenrechner fiir Ttausgibt.

Ca. 100 Jahre nach Christus berechnete in Alexandria Heron nach der Methode von
Archimedes:

211872
67441

195882
62351

<<

1995 berechnete der Japaner Yasumada Kanada 6 442 459 000 Stellen der Zahl Tt.

¢ In der Schrift dieses Buches sind die Buchstaben etwa 2 mm breit. Wie lange wére die
Zahl in dieser Schrift?

— Die Berechnung einer hohen Anzahl von Stellen geht weit {iber die Bediirfnisse der
Praxis hinaus. Schon 15 Nachkommastellen geniigen, um einen Kreis in der GrofB3e
der Umlaufbahn der Erde um die Sonne auf Millimeter genau zu berechnen.

Der Nachweis der Leistungsfahigkeit von Computern und Algorithmen treibt die
Mathematiker heute zu solchen Berechnungen an.



5 BESTIMMUNG DER KREISZAHL 1t

30

5.1 Das Streifenverfahren

S~
L
|~

;

b

N
/ X
1

1 1
X500 500

Ein Kreis mit Radius 1 heif3t Einheitskreis. Fiir seinen Flacheninhalt gilt 4 = 7.

Zur Bestimmung des Wertes von Tt zerschneiden wir einen Viertelkreis entsprechend der
Abbildung in Streifen gleicher Breite. Dann berechnen wir den Flacheninhalt jedes
einzelnen Streifens und addieren die Ergebnisse. Der Wert dieser Summe ist etwas
kleiner als der Wert des Flacheninhalts des Viertelkreises. Wenn wir die Anzahl der
Streifen gro3 wihlen, so wird der Fehler klein. Wir denken uns den Viertelkreis in 500

solcher Streifen zerschnitten. Das Mal} der Breite eines Streifens betridgt dann ﬁ.

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kannst du die Liange a des x-ten Streifens berechnen:

A+x-5g)t=12ea=/1-(x-57)>.

Fiir den Flicheninhalt des x-ten Streifens gilt dann: Aspeifen = 4/ 1 — (x - 5—(1)0)2 . 5—(1)0.

¢ Berechne den Fliacheninhalt der Streifen fir x = 1 und x = 2.

— Es wire sehr miihselig, auf diese Weise die Werte fiir
die 500 Streifen zu berechnen. Mit der Funktion seq(

148t sich eine solche Zahlenfolge berechnen:

S
¢ Rufe mit 2nd LIST OPS S:seq( die Funktion seq( 221
auf 120

Syntax: seq(Term, Variable, von, bis, Schrittweite)
Fiir unsere Berechnung gilt: Variable: X, von: 1,
bis: 500, Schrittweite: 1 [Bild 1].

Bild 1
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Die ausgegebenen Werte sind die

Fliachenmale der Streifen!

[Bild 1]

Vergleiche mit deinen Berechnungen fiir x = 1 und
x=2.

Mit der Funktion sum( kann der Rechner die Werte
aufsummieren.

sum( steht unter 2nd LIST MATH 5:sum(

Gib 2nd LIST MATH S:sum( ein, und fiige dann
mit 2nd ANS die vorherige Folge ein.

Bild 2 zeigt den Flacheninhalt fiir den Viertelkreis.

Multipliziere das Ergebnis mit 4, um den Fléachen-
inhalt des Kreises zu erhalten [Bild 3].

Da unsere 500 (499 ?) Streifen alle ganz innerhalb
des Kreises liegen, ist das Ergebnis zu klein, es ist

eine untere Grenze:
3.137487477 <=x

Um eine obere
Grenze zu erhalten
wihlen wir die
Streifen so:

B ..:

]
/]

L

Die Léange a des ersten Streifens ist 1, seine Breite ist
ﬁ . Sein Flacheninhalt ist also 550 . Die restlichen
Streifen haben den gleichen Flacheninhalt wie die bei
der Berechnung der unteren Grenze. Die Summe der
Flacheninhalte der Streifen ist damit um ﬁ grofer
als die vorher ermittelte Summe. Fiir den ganzen

Kreis sind das dann ﬁ [Bild 4]

Damit gilt:
3.137487477 < < 3,145487477

Uberlege, warum du die obere Grenze auch erhiltst,
wenn du die Summe statt von 1 bis 500 von 0 bis 500
bildest [Bild 5]. Fiihre die Berechnung durch!

ZearlTi1- (- SAE~

231560, 1. 5he

3.551999995 .8a..
Bild 1

sey i L]l—>Cx-28E 2"
21%1.-3088. %, 1. 2680

213
L.HE1999998 | HA.
UM HAS )

. redIF7 18T

Bild 2

E£?1HSEE=H=1FSEE
L.HA1999935 | A3,
UM HAS )
red IV 18T
Aris+d
. 137427477

Bild 3

L. BE1999936 @4,

UMt HAS )
rod 371869
Ans#+d
Se 137427477
Aris+4 .56
e 145437477

Bild 4

HE AOEE. ¥a. 6
»SEHAL 1
. FTEEST 1EET
Ari=+d
3. 1454237477

sumL ey ]l -CR"5
pE |

Bild 5
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5.2 Das Iterationsverfahren nach Archimedes

Der Umfang des Einheitskreises (» =1 LE) betrdgt u =2 -7. Nach dem Verfahren des
Archimedes werden dem Einheitskreis regelméfBige Vielecke einbeschrieben. Mit
wachsender Eckenzahl ndhert sich der Umfang der Vielecke dem Umfang des
umbeschriebenen Kreises.

Eine Seite eines regelmifBigen Sechsecks ist genauso lang wie der Radius seines
Umkreises [linkes Bild]. Deshalb beginnen wir die Ndherungsrechnung mit einem dem
Einheitskreis einbeschriebenen Sechseck. Das jeweils nichste Vieleck gewinnen wir
durch Verdoppelung der Seitenzahl: 6-Eck, 12-Eck, 24-Eck ... .

Das rechte Bild zeigt, wie man aus der Seitenldnge a eines dieser Vielecke jeweils die
Seitenldnge x des nichsten berechnet:
Das Dreieck PQM ist gleichschenklig. Im schraffierten Dreieck gilt nach dem Satz des

Pythagoras: W +(% )2 =12 Nach A aufgelost: h= \ 1 _(% )2 .
2
Im schwarzen Dreieck gilt: (% )2 +(1 —h)2 =x2, und damit: X = \/ (% )2 +(1 _h) .

2
2 2 2
Setzt man hier A= \ 1 _(%) ein, so erhdlt man X = \/(%) +(1 —y 1 _(%) ] .
2
—Eck \2 ~Eck \2
Fiir das 12-Eck gilt: X12-Eck = \/(%—2“) +(1 -yl _(%) )
— | X12-Eck \2 X12-Fck \2 2
fiir das 24-Eck gilt: X24~FEck = (T) +H 1-y1 _(T)

Fir den Umfang u, des n-Ecks gilt. u, =n-x,-gx. Fir ein n-Eck mit sehr grofer

Eckenzahl gilt anndhernd: u,-gcx = ukreis. Und damit gilt im Einheitskreis: u,-g = 2 - 7.

Nach maufgelost: 7 = @

— Um eine Ndherung fiir Tt zu finden, miissen wir den Umfang u eines dem Einheitskreis
einbeschriebenen Vielecks mit moglichst hoher Eckenzahl berechnen und dann u

durch 2 teilen.
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Zuerst berechnen wir die Seitenldnge des 12-Ecks aus

der des 6-Ecks. 14
Speichere 1 in der Variablen X: fee :"‘:-"'% .'-:I E%E??????
: - —LRS2ITEN A2
Gib \/(%)2 +(1-,/1- (%)2 )? ein [Bild 1]. _S{FEIEA9A
Das Ergebnis ist die Seitenldnge des 12-Ecks.
Speichere es in der Variablen X und berechne daraus
die Seitenlinge des 24-Ecks. Rufe dazu die ein- Bild 1
gegebene Formel mit 2nd ENTRY wieder auf. TR
Berechne die Lange des halben Umfangs [Bild 2]. « 21 FEIEETH
B ) | Tees 233 f 1Tl
Dies ist eine erste Néherung fiir . el Rl T R
. : . - 2610523584
Zur besseren Ubersicht kannst du die Ergebnisse in ARz 2d. 2
eine Liste eintragen. 3. 132622613
Offne mit STAT EDIT den Listeneditor und trage in _
die Liste L1 die Eckenzahlen 6, 12, 24, 48, ... ein. Bild 2
Starte die Berechnung neu. Speichere diesmal das [—LHA<23 2232045
Ergebnis zusitzlich auch in der jeweiligen Zeile der - 217VE3E098
Liste L2 ab: 1 STO X; 1 STO 2nd L2(1); 2nd [ANS*# =1 7638090
ENTRY bis die Formel wieder erscheint. Das .
S S — |Ans*Lz 2
Ergebnis speicherst du wieder in X und nun auch in 51 FEISE9E
der 2. Zeile der Liste L2 L2(2) [Bild 3] . JErH 2 _":. i1 =-J¢1
Setze das Verfahren fort, bis du die Liste in Bild 4 | L2320 a2 +x
erreichst. Bild 3
Die Naherungswerte fiir 70 kannst du nun schnell |L1 L& L= £
ermitteln: R.OO00 | Lo |
iz.000 | 51764
Setze den Cursor im Listeneditor rechts oben auf den Egggg E%EE
Listennamen L3 und gib dann L1*L2/2 ein [Bild 5]. ag.o0n | 0EEYY
189z.00
Du erhiltst das =BY4.00 %
Ergebnis aus Lziry =, H163622749...
Bild 6. .
Der Wert Bild 4
fir ein 384-Eck  |Ld Lz L2 3 L1 Lz Lz E:
ist bereits bis zur B.Ogon | 100 | ______ 0000 | d.odgg | a0
iz.000 | 51764 iz.000 | 51764 | Z.105H
> IHaChkom'ma' Zhoon | (EEL0E i qon | ZEi0g | 3i3ce
stelle genau! . . HYE.000 | 12081 | 194
Qg.000 | .0BEYY Bg.000 | .0aEYY | Z.1410
18200 | 0ZE7E 18200 | 0327E EI?I??IE
*BY4.00 | 0leZA *BY4.00 | 0ilaZ6 :
Lz =L 1#L z 2N Lz =3.14155764...
Bild 5 Bild 6
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6 BESTIMMUNG VON EXTREMWERTEN

6.1

Der optimale Hiihnerhof

Ein Hihnerziichter steht vor dem Problem, ein
moglichst groBes, rechteckiges Feld fiir einen
Hiihnerhof abzugrenzen. Er hat einen Zaun mit der
Léange 60m

Nimm fiir die Breite des Rechtecks die Variable x.
Bei 60 m Umfang gilt dann fiir die Liange 60;” . Fr
den Flacheninhalt gilt y=x-(30-x). Er ist vom

Quadrat von x abhingig.

Gib die Funktionsgleichung in den y = Editor ein.

Uberlege passende Grenzen fiir das Diagramm, stelle
siec mit WINDOW ein und zeichne die Parabel
[Bild 2].

Untersuche mit TRACE und 2nd CALC Zero den
Verlauf des Graphen [Bild 1 und Bild 2].

Die Schnittpunkte mit der x-Achse lauten:

Der Scheitelpunkt hat die x-Koordinate:

Mit 2nd CALC 4:maximum kannst du den
Scheitelpunkt direkt bestimmen. Um die Anfrage des
Rechners ,Left Bound?” (linke Grenze?) zu
beantworten setzt du den Cursor links vom Maximum
und bestétigst mit ENTER , Right Bound?” (rechte
Grenze?) beantwortest du entsprechend. Um
,Guess?” zu beantworten bewegst du den Cursor in
die Ndhe des Maximums und schliefit die Eingabe mit
ENTER [Bild 3].

Unter den gegebenen Bedingungen ist der optimale
Hiihnerhof ein Quadrat.

Lose die Aufgabe auch mit anderen Umfangsmalfien.

Von allen Rechtecken mit gleichen Umfang

hat

die grofBte Fliche.

Huhnerhof:

Ti=n 0=

i N —— )

Bild 1

Bild 3
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Zum Gliick fallt dem Ziichter ein, dass er den Hof auf
einer Seite von einer schon vorhandenen Mauer
abgrenzen kann.

¢ Ermittle flir diesen Fall die Lange und die Breite des
Feldes mit dem groBten Flacheninhalt [Bild 1] .

¢ Berechne um wieviel Prozent das Feld auf diese
Weise grofler wird.

Welche Maf3e hat der optimale Hof, wenn er in dem
abgebildeten Eck angelegt wird?

HUhnerhof

;

¢ Ermittle fiir diesen Fall die Lange und die Breite des
Feldes mit dem groBten Flacheninhalt [Bild 2].

— Bild 3 zeigt die Graphen fiir alle drei Bedingungen.

Hihnerhof

HaximiLr
i — |

Bild 1

Haximium
L R —— |- B

Bild 2

HaximiLr
n=lh ek

Bild 3
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6.2 DIN A4-Schachtel

X X

DIN A4

Aus einem Blatt der GréB3e DINA4 (21 mm breit und
29,7 mm lang) sollen entsprechend der Abbildung die
Ecken mit der Lidnge x herausgeschnitten werden.
Durch Autfbiegen an den gestrichelten Linien soll
dann eine nach oben offene Schachtel gefaltet
werden. Ermittle die Hohe der Schachtel mit dem
maximalen Volumen.

Das Volumen ist von der dritten Potenz von x
abhingig.

Bild 1 zeigt die Funktionsgleichung und den Verlauf
des Graphen.

Untersuche die Abhidngigkeit des Volumens von x
mit TRACE [Bild 1].

Untersuche die Abhédngigkeit des Volumens von x
mit einer Tabelle [Bild 2]

Bestimme den Extremwert mit Hilfe der Tabelle und
des Graphen [Bild 3] .

Vimax = fir eine Hohe von x =

R N L Rt R

¥=EcB.z

=z

10 = =k = L

Haxirum
ey . Y=iizE.E

Bild 3



1

fiir das Volumen: 1=h-b*=h= 57
Setzt man & = b_12 in A =(h+b)-4b ein, so erhilt

man A= (35 +b) -4b = A =1 +41?

Setze y fir A und x fiir » und gib die Gleichung in
den y = Editor ein.

Uberlege passende Fenstergrenzen, stelle sie mit
WINDOW cein und zeichne den Graphen mit
GRAPH [Bild 1].

Bild 1 zeigt, dass bei einer Breite der Tiite von
0,5 dm der Materialverbrauch 9 dm? betrégt.

Ermittle, fiir welche Breite man noch 9 dm? braucht
[Bild 2].

Bestimme den Extremwert mit 2nd CALC

3:minimum [Bild 2].

Den geringsten Materialverbrauch erreicht man,
wenn

man die Tiite __ cm breit und cm hoch fertigt.

n=k 1=8
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6.3 Die optimale Milchtiite
Viele der DTN
handelstiblichen ¥ v
Milchtiiten sind quader- | pie gufe D'eﬁ Die gute | Dle gute [Die gute |Die gute
formig und haben eine |jgicr W | (niich  [Mich  [Miich  [Mich
quadratische Grundfldche
und ein Volumen von h b —
1 Liter. Du kannst sie so
aufschneiden, dass du das
nebenstehende Netz er-
hiltst. (Klebefalze sind _QTN
zur Vereinfachung weg- v
gelassen).
Bei gleichbleibendem
Volumen ist der
Materialverbrauch ~ von
der Hohe h und der
Breite b der Tiite abhéngig.
Es gilt: HIShgEiETe
Fiir die Fliche: A=(h+2+2).4p [
<oA= (h+b)-4b,

Bild 1

N~

E[I'It'EI"E'EI:ti':lI'I
=T :

Bild 2

Hiniraum

[ J— Y R —

Bild 3
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Bild 1

Y1=H4iE=-H) .

EidhtEound?
Ty - e— - B

[ Xcm

Bild 3

Haximuri
n=g. e o =8,

Bild 4

e L el R
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6.4 Recycling

In einer Fabrik fallen Blechstiicke in Form von rechtwinklig gleichschenkligen
Dreiecken mit Schenkelldnge 6 cm an. Zur Verwertung sollen sie in moglichst grof3e
Rechtecke geschnitten werden.

Lehrling Franz schlédgt vor, sie entsprechend Bild 1 zu schneiden.

¢ Ermittle Lange, Breite und Flacheninhalt des groBten auf diese Art schneidbaren
Rechtecks [Bild 2].

,Das ist schlecht” sagt Alex, ,,du muft sie so schneiden” [Bild 3].

¢ Ermittle Linge, Breite und Flicheninhalt des groBten, auf diese Art schneidbaren
Rechtecks.

¢ Welcher Lehrling hat recht [Bild 5]?
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7 VOLUMENBERECHNUNG

7.1 Berechnung des Kegelvolumens

R

Wir denken uns den Kegel aus 500 gleich dicken Scheiben zusammengesetzt.
Berechnen wir das Volumen jeder einzelnen Scheibe und addieren wir die Ergebnisse,
erhalten wir das Volumen des Stufenkorpers. Es ist kleiner als das Volumen des Kegels.

Den Radius r, der x-ten Scheibe kannst du iiber den Vierstreckensatz (Strahlensatz) in

. . . re _ - slgo X
Abhingigkeit von x berechnen: 7 = —f —.
H—38-X
I — M50 v —q__1 — _1
R=—n ©r=1-sm Xeorn=R-(-5g-

2
Fiir das Volumen einer Scheibe ergibt sich Vscheibe = (R (1 —ﬁ X)) -7 %
— Mit der Funktion seq( kann der Rechner eine Zahlenfolge berechnen:

¢ Speichere fiir den Radius R des Grundkreises 2 und fiir die Kegelhohe H 1 ab.
2 STO ALPHA R; 1 STO ALPHA H

¢ Rufe mit 2nd LIST OPS S:seq( die Funktion seq(

auf.
2%F
Syntax: seq(Term, Variable, von, bis, Schrittweite) 2. HARABREARAA
Fiir unsere Berechnung gilt: Variable: X, von: 1, |1-+H
bis: 500, Schrittweite: 1 [Bild 1]. 1. BEEAREEER

seyC R ] K280 )
A7 EkmkHSEE, ma s
288,12

Bild 1
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Zuerst

Die ausgegebenen Werte sind die Volumenmale der
Scheiben!

Mit der Funktion sum( kann der Rechner die Werte
aufsummieren.

sum( steht unter 2nd LIST MATH S:sum(
Summiere die Elemente der Folge auf.
Du kannst dir viel Tipparbeit ersparen:

Rufe mit 2nd ENTRY deine Eingabe seq((R*....
wieder auf.

Setze den Cursor auf den ersten Buchstaben.
Schalte mit 2nd INS auf den Einfiigemodus um.

Rufe mit 2nd LIST MATH S:sum( die
Summenbildung auf

Der eingegebene Grundkreisradius des Kegels betrug
2 LE die Kegelhohe 1 LE. Das Volumen des
Stufenkorpers (500 Scheiben) betrdgt 4,17 VE.

untersuchen wir nun den Zusammenhang

zwischen dem Volumen /' und der Hohe % des Kegels.
Der Radius bleibt dabei gleich!

*

*

Gib nun fir die Hohe 2 ein. 2 STO ALPHA H

Rufe mit 2nd ENTRY die Summenbildung erneut
auf.

Bild 3 zeigt das Ergebnis.
Berechne die Tabellenwerte (R = 2):

2. BREBEEEEEA

1 . HEEEEEEEEA
seyC R ] - 200D
R ) £ o P[5 PRl I
2BE, 12
E.EESEEESII - B2

1+H

Bild 1

sum syl CR*( ] —x-
2EE 3 32k HAS DA,
wmala0BA, 10

4. 176232212

2. BARAAEERAE
eyl (RE(] =K
22k H A SEE

212
2. 302464424

]

Hohe H 1 2 3 4 5
Volumen 4,176 8,352
Volumen
Hohe

Die ermittelten Werte zeigen: Das Volumen des Kegels ist zu seiner Hohe direkt
proportional: Vieger ~ h .
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Nun untersuchen wir den Zusammenhang zwischen dem

Volumen V" und Radius r des Grundkreises des Kegels. = BEREREEEE
Die Hohe bleibt dabei gleich (H = 5)! 1+E
_ . 1. BEEEEEEEA
¢ GibfirR 1ein. 1 STO ALPHA R. sumL syl CR®l ] =
2
¢ Rufe mit 2nd ENTRY die Summenbildung wieder EE?}%E%*JE?HHSEE’
f a a a
aul e A 5 W W
— Bild 1 zeigt das Ergebnis. _
¢ Berechne die Tabellenwerte (H = 5): Bild 1
Radius R 1 2 3 4 5
Volumen 5,221 130,507
Volumen
R2

Die ermittelten Werte zeigen:
Das Volumen des Kegels ist zum Quadrat seines Radius direkt proportional: Vieger ~ r?.
AUS Vieger ~ 1% und Vieger ~ h folgt: Vieger ~ % - h und damit Vieges =k« 1% - h.

Dividiert man Vgege; durch h und dann durch r? so erhiilt man den Proportionalititsfaktor k:
VKegel

= ~ 1,044056... Dieser Wert entspricht 5.

-, 2
VKegel_3 17 h

— Die berechneten Werte sind etwas zu klein, sie stellen ecine untere Schranke fiir das
Kegelvolumen dar. Eine obere Schranke findet man, indem man mit einem
umbeschriebenen Stufenkorper rechnet.

¢ Uberlege, warum sich durch eine Anderung des Startwerts von 1 auf 0 das Volumen des
umbeschriebenen Stufenkdrpers und damit eine obere Schranke ermitteln 148t. Fiihre die
Berechnung durch.

— Baut man den Kegel aus mehr als die 500 Scheiben auf, so 14Bt sich eine hohere
Genauigkeit erzielen. Der Rechenaufwand steigt dann jedoch sehr stark an.
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7.2 Berechnung des Kugelvolumens

—  Wir ndhern eine Halbkugel durch aufeinandergelegte Scheiben an.
Als Kompromiss zwischen Rechengenauigkeit und Rechenaufwand wiahlen wir wieder
500 Scheiben.

Den Radius r, der x-ten Scheibe kannst du mit Hilfe des Satzes von Pythagoras in
Abhingigkeit von x berechnen:

ri=R2—(x- &)

- R \2 R
Fiir das Volumen einer Scheibe gilt dann: Vsiheite —(R2 _(x : _5(1)) ) A

Summieren wir die Volumina der Scheiben von 1 bis 500 auf, so erhalten wir das Volumen
der Halbkugel:

500
= R 2 R
Vitalbkugel = 2 (R =(x-555)7) 7+ 505

x=1

500
(Lies X als Summe von x = 1 bis 500).

x=1

D e _ : 1+F
¢ Gib fiir die erste Berechnung R = 1 ein 1 STO 1 . ARAAREEEE
ALPHA R sumLseqyl (R 2—C RS

. ' _ o |SEE 2 kRS SEE
Rufe mit 2nd LIST MATH Ssum( die |801) 2e)

Summenfunktion auf. SRS 51415
+ Rufe mit 2nd LIST OPS 5:seq( die Funktion zur |
Erzeugung von Zahlenfolgen auf.

* Gib die Formel ein [Bild 1]. Bild 1
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+ Berechne die Tabellenwerte:

Dieser Wert entspricht % - T

_ 4
VKugel —3°7

r

3

Radius R 1 2 3 4 5
V Halbkugel 2,0913 261,4064
Vkugel 4,1825 522,8129
VKugel
= 4,1825 4,1825
Die ermittelten Werte zeigen:
Das Volumen der Kugel ist zur dritten Potenz ihres Radius direkt proportional:
V ugei
Dividiert man Vgyge; durch 73 so erhilt man den Proportionalitétsfaktor &: Iifl ~4,1951...

— Baut man die Kugel aus mehr als die 500 Scheiben auf, so 148t sich eine hohere
Genauigkeit erzielen. Der Rechenaufwand steigt dabei jedoch sehr stark an.

— Die berechneten Werte sind etwas zu klein, sie stellen
eine untere Schranke fiir das Kugelvolumen dar. Eine
obere Schranke findet man, indem man mit einem
umbeschriebenen Stufenkorper rechnet.

¢ Erginze Bild 1 mit den umbeschriebenen Stufen-
korper.

¢ Zeige, dass sich durch eine Anderung des Startwerts
in der Berechnung eine obere Schranke ermitteln 148t.

[Bild 2]

- Zeige dann, dass fiirr = 1 gilt:

4,18250283 < Viyger <4,1950692

™
m\ x NN
/é;\\\ 3 \
[—P—X \
v |
Bild 1
1+RE
1. BEEEREREAG
SUM L Se ] (RS2 = 0 Kk
RE-S80 ™2 ek <50
Ha¥.E, 580,12
2. 897534601

Bild 2



